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Let G be SL3ðCÞ, l : C * ðGÞ ! C *r ðGÞ the morphism induced by the
regular representation, and e : C * ðGÞ ! C the trivial representation. We prove
that l e induces a KK-equivalence between C * ðGÞ and C *r ðGÞ  C. We prove
this by comparing C * ðGÞ with CðG=PÞsG where P is a maximal parabolic
subgroup in G. As a corollary, we obtain the computation of K
*
ðC * ðGÞÞ. # 2002
Elsevier Science (USA)1. NOTATIONS ET RE´SUME´
Soit G un groupe localement compact, on note C * ðGÞ sa C * alge`bre
pleine, C *r ðGÞ sa C * -alge`bre re´duite, lG la surjection canonique de C * ðGÞ
sur C *r ðGÞ et IG ¼ KerðlGÞ. Si A est une G-alge`bre, AsG de´signe le produit
croise´ plein et AsrG le produit croise´ re´duit. On note l
A
G : AsG ! AsrG
l’application quotient et IAG ¼ Kerðl
A
GÞ. On note eG : C * ðGÞ ! C la
repre´sentation triviale de G.
Si r : A ! B est un morphisme de G-alge`bres, on notera rsG : AsG !
BsG et rsrG : AsrG ! BsrG les morphismes induits.
Enﬁn, si r : A ! B est un morphisme non de´ge´ne´re´ (i.e. l’espace vectoriel
engendre´ par les rðaÞb est dense dans B), on notera %r : MðAÞ ! MðBÞ son
extension aux multiplicateurs.
Soit G ¼ SL3ðCÞ. Les re´sultats principaux de cet appendice sont les
suivants:
Th!eor"eme 1.1. Le morphisme lG  eG : C * ðGÞ ! C *r ðGÞ  C induit une
KK-e´quivalence.
Corollaire 1.1. Le groupe K0ðC * ðSL3ðCÞÞÞ est isomorphe au groupe
abe´lien libre a` une infinite´ de´nombrable de ge´ne´rateurs.
* On a K1ðC * ðSL3ðCÞÞÞ ¼ 0.261
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FRANCOIS PIERROT262Soit P le sous-groupe de G forme´ des e´le´ments de la forme
* * *
0 * *
0 * *
0@ 1A,
jP le morphisme unital de C dans CðG=PÞ, G-e´quivariant.
Th!eor"eme 1.2. L’application jPsG  eG induit un isomorphisme de IG
sur I
CðG=PÞ
G  C et I
CðG=PÞ
G est contractile.
La de´monstration du The´ore`me 1.1 est donne´e de`s la partie 1. Les
parties 2 et 3 sont consacre´es a` la de´monstration du The´ore`me 1.2. La
partie 4 est consacre´e a` une caracte´risation de l’injectivite´ du morphisme
d’induction, et la partie 5 a` une de´monstration ge´ome´trique d’un re´sultat de
Fell [F2].
Cet article est tire´ de la the`se que j’ai re´alise´e sous la direction
de G. Skandalis. Je tiens a` lui exprimer ma profonde reconnaissance
pour toutes les suggestions et tous les commentaires utiles qu’il
m’a apporte´s.
2. DE´MONSTRATION DU THE´ORE`ME 1.1
Commenc¸ons par quelques rappels concernant les C * -alge`bres
de groupes produits semidirects. Soit HsG un produit semidirect de
groupes localement compacts associe´ a` une action ﬁxe´e a : G! AutðHÞ.
Fixons dh et dg des mesures de Haar sur H et G respectivement.
Soit g 2 G. La mesure ðaðgÞÞ
*
dh est encore une mesure de Haar sur
H et donc il existe une constante strictement positive dg, telle
que ðaðgÞÞ
*
dh ¼ dgdh. Pour f 2 CCðHÞ et g 2 G, on de´ﬁnit agðf Þ 2 CCðHÞ
et bgðf Þ 2 CCðHÞ en posant si h 2 H, agðf ÞðhÞ ¼ dgf ða
1
g ðhÞÞ et
bgðf ÞðhÞ ¼ d
1=2
g f ða
1
g ðhÞÞ. L’application ag s’e´tend en un auto-
morphisme de C * ðHÞ, et bg s’e´tend en une isome´trie de L
2ðHÞ.
Comme 8f ; g 2 CCðHÞ, lðagðf ÞÞðbgðgÞÞ ¼ bgðlðf ÞðgÞÞ, ag s’e´tend e´galement
en un automorphisme de C *r ðHÞ. Ainsi C * ðHÞ et C *r ðHÞ sont munies de
structure de G-alge`bres compatibles.
On notera eGH ¼ eHsG. Ce morphisme est simplement de´termine´
par le fait que eGH associe a` ðh; gÞ 2 MðC * ðHsGÞÞ l’e´le´ment
g 2 MðC * ðGÞÞ. Le morphisme unital jH de C dans gC * ðHÞ induit un
morphisme y : C * ðGÞ ! MðC * ðHsGÞÞ. Comme l’application *eH 8 jH
est l’identite´ de C, la compose´e eGH 8 y est l’injection de C * ðGÞ
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MðC *r ðHsGÞÞ.
Lemme 2.1. (1) On a le diagramme commutatif suivant ou` les lignes sont
des isomorphismes:
C * ðHsGÞ f! C * ðHÞsG
# #
C *r ðHsGÞ f! C *r ðHÞsrG
(2) Si H est moyennable, il existe une unique application eGH;r qui rende
commutatif le diagramme suivant:
C * ðHsGÞ !
lHsG
C *r ðHsGÞ
# eGH # e
G
H;r
C * ðGÞ !
lG
C *r ðGÞ
(3) L’homomorphisme eGH;r 8 yr est l’injection de C
*
r ðGÞ dans
MðC *r ðGÞÞ.
De´monstration. (1) Sur GsH ð’ HsGÞ, on choisit comme mesure de
Haar, dgdh. Ce choix de mesures de Haar induit un isomorphisme U de
L2ðGÞ  L2ðHÞ sur L2ðGsHÞ. Soit c : C * ðHsGÞ ! C *r ðHÞsrG la
surjection canonique et soit lHG : C
*
r ðHÞ r G! L ðL2ðGÞ  L2ðHÞÞ la
repre´sentation canonique. Alors U entrelace lHG 8 c et lHsG; d’ou` le
re´sultat.
(2) L’unicite´ est triviale. En identiﬁant C *r ðHsGÞ a` C *r ðHÞsrG,
il sufﬁt de poser: eGH;r ¼ eHsrG ou` l’on note e´galement eH :
C *r ðHÞ ! C.
(3) Cela re´sulte imme´diatement du diagramme commutatif suivant et
du fait que lG est surjectif:
C * ðGÞ !
eG
H 8 y
MðC * ðGÞÞ
# lG # lG
C *r ðGÞ !
eH;r 8 yr
MðC *r ðGÞÞ
Faisons encore quelques rappels sur 1’induction (pour tout ceci,
cf. [11]). Soit G un groupe localement compact et H un sous-groupe
ferme´ de G (munis de mesure de Haar note´es respectivement
dg et dh). Notons d le comodule de H. Soit E ¼ CCðGÞ,
FRANCOIS PIERROT264A ¼ CCðHÞ conside´re´e comme sous-alge`bre involutive dense de C * ðHÞ.
D’apre`s [11], E est nui d’une structure de A-module pre´hilbertien telle que
8x; Z 2 E, 8f 2 CCðHÞ, on a
hxjZiðhÞ ¼ dðhÞ1=2
Z
%xðgÞZðghÞ dg
et
ðxf ÞðgÞ ¼
Z
xðgh1Þf ðhÞdðhÞ1=2DH ðhÞ
1 dh:
On note EGH le C * ðHÞ-module Hilbertien obtenu en se´parant et comple´tant.
L’action de CCðG=HÞ par multiplication et de G par translation a` gauche sur
E s’e´tend en une repre´sentation covariante p de C0ðG=HÞ, G dans EGH . Le
the´ore`me suivant est duˆ a` Rieffel [11].
Th!eor"eme 2.1. La repre´sentation covariante p induit un isomorphisme de
C0ðG=HÞsG sur KðEGH Þ qui descend en un isomorphisme de C0ðG=HÞsrG
sur KððEGH ÞrÞ ou` ðE
G
H Þr ¼ E
G
H lH C
*
r ðHÞ.
Si F est un C * ðHÞ  B bimodule Hilbertien, EGH C * ðHÞ F est un C * 
ðGÞ  B bimodule Hilbertien qu’on appelle bimodule induit, et qu’on note
IndGH ðF Þ. Dans le cas ou` F est un espace de Hilbert, celui-ci co.ıncide avec le
G-module induit au sens de [8].
Soit B est une C * -alge`bre, F un B-module Hilbertien, E un
sous-B-module Hilbertien, l’ope´ration de restriction a` E induit un
isomorphisme entre la sous-C * -alge`bre de KðF Þ forme´e des ope´rateurs
T 2 KðF Þ tels que TF  E et T *F  E, et KðEÞ. On notera j : KðEÞ !
KðF Þ le morphisme injectif associe´. Si I est un ide´al de B et p : B ! MðIÞ le
morphisme induit, l’application qui a` f 2 F et i 2 I associe ei s’e´tend
par line´arite´ et continuite´ en une isome´trie de F p I sur un sous-B-module
Hilbertien note´ FI de F .
Proposition 2.1. (1) Soit x 2 F . Les assertions suivantes sont e´quivalentes:
(a) x 2 FI .
(b) hx; xi 2 I .
(c) Il existe f 2 F et i 2 F avec x ¼ fi.
(2) Soit q : B ! B=I le morphisme quotient et q˜ : KðF Þ ! KðF q
B=IÞ le morphisme induit. Alors on a une suite exacte naturelle:
0! KðFIÞ!
j
KðF Þ!
q˜
KðF q B=IÞ ! 0:
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par line´arite´ et densite´ 8x 2 FI , hx; xi 2 I . Re´ciproquement,
8x 2 F , 9!y 2 F , x ¼ yhy; yi. Si hx; xi 2 I , alors i ¼ hy; yi ¼ hx; xi1=3 2 I
et x ¼ yi.
(2) Par de´ﬁnition, Kerð˜Þ est l’ensemble des ope´rateurs T 2 KðF Þ tels
que 8x 2 F , hTx; Txi 2 I autrement dit Tx 2 FI ; ce noyau est autoadjoint et
donc, d’apre`s ce qui pre´ce`de, s’identiﬁe a` j ðKðFIÞÞ.
Corollaire 2.1. On suppose que F un B-module Hilbertien plein. Alors
Kerðq˜Þ est Morita e´quivalent a` I .
En particulier, avec les notations du paragraphe pre´ce´dent, en conjugant
le The´ore`me 2.1, et la Proposition 2.1, on a un isomorphisme canonique de
I
C0ðG=HÞ
G avec KðE
G
GIH Þ.
Rappelons qu’une repre´sentation irre´ductible p d’une C * -alge`bre
A est dite liminaire ssi pðAÞ ¼ KðHpÞ (ce qui e´quivaut si A est
se´parable au fait que fpg est ferme´ dans Aˆ). Une C * -alge`bre
est dite liminaire si toutes ses repre´sentations irre´ductibles sont
liminaires, et un groupe localement compact est dit liminaire si sa
C * -alge`bre l’est. Les groupes de Lie semisimples sont liminaires.
On dit [2, 11.1.1] d’une sous-C * -alge`bre B d’une C * -alge`bre A
qu’elle est riche, si la restriction a` B d’une repre´sentation irre´ductible
quelconque de A est irre´ductible, et si les restrictions a` B de deux
repre´sentations irre´ductibles quelconques disjointes sont disjointes. On
utilisera la ge´ne´ralisation suivante du the´ore`me de Stone–Weierstrass (cf. [2,
The´ore`me 11.1.6]):
Proposition 2.2. Soit B une sous-C * -alge`bre riche d’une C * -alge`bre A
de type I . Alors B ¼ A.
Soit maintenant G ¼ SL3ðCÞ. Soit L le sous-groupe de G forme´ des
e´le´ments de la forme
* 0 0
0 * *
0 * *
0@ 1A. Notons que G ’ GL2ðCÞ est liminaire.
Soit p une repre´sentation unitaire de L. De´signons par IðpÞ la repre´sentation
unitaire de G IGP ðE
P
L ðpÞÞ. Nous aurons besoin du re´sultat de classiﬁcation des
repre´sentations irre´ductibles de SL3ðCÞ qui suit (cf. [3, The´ore`me 1, p. 70;
12, The´ore`me 4.28, p. 102]):
Th!eor"eme 2.2. L’application qui a` p 2 Lˆ=Lˆr associe la classe de IðpÞ
e´tablit une bijection entre Lˆ=Lˆr et Gˆ=ðGˆr [ eÞ.
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suivant:
0 0
# #
IG KðEGP eLN ILÞ
# #
C * ðGÞ ! KðEGP Þ ! KðE
G
P eLN C
* ðLÞÞ
# #
C *r ðGÞ ! KððEGP ÞrÞ ! KðE
G
P eLN;r C
*
r ðLÞÞ
# #
0 0
Comme ðEGP Þr e LN;r C
*
r ðLÞ ’ ððEGP Þ e LN C
* ðLÞÞ lL C
*
r ðLÞ, la dernie`re
colonne est exacte, d’apre`s la proposition 2.1. D’ou` l’existence d’un
morphisme note´ jL de IG dans KðEGP e LN ILÞ. Comme E
G
P est un C * ðPÞ-
module Hilbertien plein, EGP e LN IL est un IL-module Hilbertien plein. Par
e´quivalence de Morita, l’application qui a` p 2 bIL associe #p 2 Kð dEGPe LN ILÞ
telle que 8T 2 KðEGP e LN ILÞ, #pðTÞ ¼ T p 1 est une bijection. Or 8p 2
bIL,
#p 8 jL est la restriction a` IG de IðpÞ. De plus, comme G n’est pas
moyennable, eG =2 Gˆr. Donc, d’apre`s le The´ore`me 2.2, jL  ðeGÞjIG : IG !
KðEGP eLN ILÞ  C est un morphisme injectif de IG sur une sous-alge`bre
riche de KðEGP e LN ILÞ  C. Comme IL est de type I , KðE
G
P e LN ILÞ  C
l’est e´galement et donc d’apre`s la Proposition 2.2, jL  ðeGÞIG est un
isomorphisme. A nouveau par e´quivalence de Morita, KðEGP e LN ILÞ est K-
nul ssi IL l’est. Il sufﬁt donc de montrer que L est K-moyennable. Or si on
munit l’espace V de dimension re´elle 4 des matrices 2-2 hermitiennes, de la
forme quadratique q de type 1–3 donne´e par le de´terminant, le morphisme c
de SL2ðCÞ dans GLðV Þ de´ﬁni par, 8g 2 SL2ðCÞ, X 2 V , fðgÞðX Þ ¼ g*Xg, a
pour image un sous-groupe ouvert donc ferme´ de SOðqÞ et descend
e´videmment en un morphisme %f de PSL2ðCÞ. La composition
L ¼ GL2ðCÞ ! PGL2ðCÞ ’ PSL2ðCÞ!
%f
S0ðqÞ note´e y est un morphisme
dont le noyau ZðGL2ðCÞÞ est moyennable et d’image ferme´e. Comme L est
connexe, y* ðgS0ðqÞÞ ¼ gL, d’apre`s le The´ore`me 5.9, p. 189 de [7]. Or, d’apre`s
[6], gS0ðqÞ ¼ 1 et donc gL ¼ 1. Donc L est K-moyennable; d’ou` le re´sultat.
De´monstration du Corollaire. d’apre`s [13], la conjecture de Baum-
Connes est ve´riﬁe´e pour le groupe G (sans coefﬁcients). Comme G est
simplement connexe, et pour K ¼ SUð3Þ, G=K est de dimension paire,
la conjecture afﬁrme que K0ðC *r ðGÞÞ est un groupe abe´lien libre a` une
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re´sultat.
3. STRUCTURE DES PRODUITS CROISE´S
Soit G un groupe localement compact et 0! I !
j
A!
q
B ! 0 une suite
exacte de G-alge`bres.
On a le diagramme commutatif suivant ou` les deux dernie`res lignes et les
deux dernie`res colonnes sont exactes:
0 0
# #
IAG !
y
IBG
# #
0 ! IsG !
jsG
AsG !
qsG
BsG ! 0
# lI # l
A
G # l
B
G
0 ! Ir ! AsrG !
qsrG
BsrG ! 0
# #
0 0
En particulier, les applications qsG et lAG induisent un morphisme
p de AsG dans le produit ﬁbre´ Fq de qsrG et de l
B
G, et comme les
applications qsG et lAG sont surjectives, les assertions suivantes sont
e´quivalentes:
1. Le morphisme y est surjectif.
2. Le morphisme p est surjectif.
3. Le morphisme lI est surjectif.
Notons que lI est la compose´e du morphisme surjectif l
G
I : IsG! IsrG
et de l’inclusion de IsrG dans Ir; donc l’image de lI est IsrG. Il en
re´sulte que les assertions pre´ce´dentes sont toutes e´quivalentes a` la
suivante:
4. la suite O ! IsrG !
jsrG
AsrG !
qsrG
BsrG! 0 est exacte.
Nous donnons maintenant une condition sufﬁsante pour que cette suite
soit exacte.
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positive G-e´quivariante f : B ! MðAÞ telle que %q 8 f ¼ idB, alors la suite:
O ! IsrG !
jsrG
AsrG !
qsrG
BsrG! 0 est exacte.
Pour la de´monstration, rappelons le lemme suivant.
Lemme 3.1. Soit A et B deux G-alge`bres et f : A ! B une application
comple´tement positive de norme 1 et G-e´quivariante. Soit *f : CCðG; AÞ !
CCðG; BÞ l’application de´finie par 8f 2 CCðG; AÞ, 8g 2 G alors
*fðf ÞðgÞ ¼ fðf ðgÞÞ. Alors *f s’e´tend en deux applications comple´tement
positives continues de norme 41, fsG : AsG! BsG et
fsrG : AsrG! BsrG.
De´monstration. Rappelons que A  B est muni d’une structure de
B-module pre´hilbertien telle que si x ¼
Pn
i¼1 ai  bi et y ¼
Pm
j¼1 cj  dj
(avec ai, cj 2 A et bi, dj 2 B) alors:
hy; xi ¼
X
j¼1;...;m; i¼1;...;n
d *j fðc
*
j aiÞbi:
On note Ef le B-module Hilbertien obtenu en se´parant-comple´tant. L’action
de A par multiplication a` gauche s’e´tend par continuite´ en une repre´senta-
tion pf : A ! LðEfÞ et l’action diagonale de G sur A  B s’e´tend en
une G-action sur Ef qui est donc muni d’une structure A; B  G-
bimodule Hilbertien. Quitte a` e´tendre f de A˜ vers B˜ en posant fð1Þ ¼ 1,
on peut supposer que A; B;f sont unitales. On notera encore pf : AsG!
LðEfsGÞ et pf : AsrG! LðEfsrGÞ les morphismes induits.
Si ul 2 CCðGÞ est une famille de fonctions positives qui forme une
unite´ approche´e pour L1ðGÞ, alors 8f 2 CCðG; AÞ, h1 ul;pfðf Þð1 ulÞi ¼
ul *fðf Þul qui converge dans BsG (resp. BsrG) vers *fðf Þ. Le re´sultat en
de´coule imme´diatement.
De´monstration de la Proposition. Soit b 2 B et g 2 G; alors
jjgfðbÞ  fðbÞjj ¼ jjfðgb bÞjj4jjgb bjj. Donc fðbÞ est G-continu. Donc
la sous-C * -alge`bre D  MðAÞ engendre´ par A et fðbÞ est forme´e d’e´le´ments
G-continus et donc est une G-alge`bre. La restriction de %q a` D est d’image
incluse dans B. Notons encore q : D ! B l’application induite. On a
q 8 f ¼ id. D’apre`s ce qui pre´ce`de, il sufﬁt de ve´riﬁer que y est surjectif. Soit
y 2 IBG , y1 et y2 dans I
B
G tels que y ¼ y1y2. Soit x1 2 AsG tel que qsG
ðx1Þ ¼ y1 et soit x2 ¼ fsGðy2Þ. Soit x ¼ x1x2. Alors ðqsGÞðxÞ ¼ y et
comme lAGðy2Þ ¼ ðfsrGÞ 8 l
B
Gðy2Þ ¼ 0, x 2 I
A
G .
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proposition de la fac¸on suivante. Soit I1 ¼ KerðqÞ  D, I2 ¼ A; on a
I ¼ I1 \ I2. Comme q 8 f ¼ id, on a 8d 2 D, x  f 8 qðxÞ 2 I1. Donc si
x 2 AsrG, x ðfsrGÞðqsrGðxÞÞ 2 I1srG. Si de plus ðqsrGÞðxÞ ¼ 0,
alors x 2 ðI1srGÞ \ ðI2srGÞ ¼ IsrG, d’apre`s le lemme qui suit. D’ou` le
re´sultat.
Lemme 3.2. Soit A une G-alge`bre et I1, I2 deux ide´aux de A G-invariants.
Alors:
1. ðI1sGÞ \ ðI2sGÞ ¼ ðI1 \ I2ÞsG.
2. ðI1srGÞ \ ðI2srGÞ ¼ ðI1 \ I2ÞsrG.
De´monstration. on a e´videmment ðI1 \ I2ÞsG ðI1sGÞ \ ðI2sGÞ
(respectivement ðI1 \ I2ÞsrG ðI1srGÞ \ ðI2srGÞ). Re´ciproquement
soit ul une unite´ approche´e pour I1. Alors 8x 2 I1sG (resp.
x 2 etI1srG), alors ulx tend vers x. Donc si x 2 ðI1sGÞ \ ðI2sGÞ (resp.
x 2 ðI1srGÞ \ ðI2srGÞÞ, x est limite de ulx qui sont dans ðI1 \ I2ÞsG
(resp. ðI1 \ I2ÞsrG) donc x 2 ðI1 \ I2ÞsG (resp. x 2 ðI1 \ I2ÞsG).
Remarque. Dans le cas ou` l’on a un produit semidirect de groupes
localement compacts HsG, A ¼ C * ðHÞ et q la repre´sentation triviale, les
hypothe`ses de la Proposition 3.1 sont toujours ve´riﬁe´es, puisque le
morphisme unital de C dans gC * ðHÞ fournit une section G-invariante. En
particulier, y, p et lI sont surjectifs.
De meˆme que pre´ce´demment, p est injective ssi f est injective, ssi lI est
injective et donc ssi lIG est injective soit ssi IsG ¼ IsrG. On a donc
montre´:
Proposition 3.2. Les assertions suivantes sont e´quivalentes:
1. Le morphisme p est un isomorphisme.
2. Le morphisme lI est un isomorphisme.
3. Le morphisme y est un isomorphisme.
4. La suite O ! IsrG !
jsrG AsrG !
qsrG
BsrG! 0 est exacte et
IsG ¼ IsrG.
Soit N le sous-groupe de P forme´ des e´le´ments de la forme
1 * *
0 1 0
0 0 1
0@ 1A.
On a P ¼ NsL.
Proposition 3.3. Le morphisme ðe LN ÞjIP : IP ! IL est un isomorphisme.
De´monstration. Soit A ¼ C * ðNÞ, I ¼ KerðeN Þ, B ¼ C et q : A ! B la
repre´sentation triviale. Notons que comme AsrL ¼ C *r ðNÞsr
L ¼ C *r ðNsLÞ, on a IAL ¼ IP. Donc avec les notations qui pre´ce`dent, il
FRANCOIS PIERROT270s’agit de montrer que y est un isomorphisme. Appliquons a` la suite exacte
L-e´quivariante 0! I ! A ! B ! 0 les re´sultats qui pre´ce`dent. On a vu
de´ja` que y e´tait surjective, et qu’elle e´tait injective ssi IsL ¼ IsrL.
Par transformation de Fourier, C * ðNÞ ’ C0ðNˆÞ et sous cette identication, q
est l’e´valuation en 0. Donc I s’identiﬁe a` C0ðNˆ=f0gÞ. Soit w le caracte`re
de N qui a` n 2 N associe wðnÞ ¼ expiReðn13Þ. Comme l’action de L sur
Nˆ=f0g est transitive et comme le stabilisateur de w est le sous-groupe
de L forme´ des e´le´ments x 2 L tels qu’il existe a 2 C* , b 2 C
tels que x ¼
a 0 0
0 a2 0
0 b a
0@ 1A, sous-groupe qui est moyennable, on a d’apre`s
le The´ore`me 2.1, C0ðNˆ=f0gÞsL ¼ C0ðNˆ=f0gÞsrL. D’ou` le re´sultat.
La premie`re assertion du The´ore`me 1.2 en re´sulte aise´ment. Conside´rons
le diagramme commutatif suivant:
0 ! IG ! C * ðGÞ ! C *r ðGÞ ! 0
# jPsG # jPsrG
0 ! KðEGP IPÞ ! KðE
G
P Þ ! KððE
G
P ÞrÞ ! 0
D’apre`s la Proposition 2.1, la seconde ligne est exacte et donc jPsG induit
un morphisme note´ encore jPsG de IG dans KðEGP IPÞ. D’apre`s la
proposition qui pre´ce`de, ðe LN ÞjIP induit un isomorphisme qu’on notera
simplement e LN de KðE
G
P IPÞ sur KðE
G
P e LN ILÞ et e
L
N 8 jPsG ¼ jL. Comme
jL  ðeGÞjIG est un isomorphisme d’apre`s la partie pre´ce´dente, jPsG 
ðeGÞjIG est bien un isomorphisme.
4. CONTRACTIBILITE´ DE I
CðG=PÞ
G
Commenc¸ons par quelques remarques ge´ne´rales.
Soit G1 et G2 deux groupes localement compacts, G ¼ G1  G2. On a
C * ðGÞ ’ C * ðG1Þ max C * ðG2Þ et C *r ðGÞ ’ C *r ðG1Þ  C *r ðG2Þ. Si G2 est
moyennable, alors C *r ðG2Þ est nucle´aire, et donc IG ’ IG1  C * ðG2Þ.
Soit H un groupe localement compact et soit G un sous-groupe ﬁni central
de H. Notons q : H ! H=G l’application quotient. On munit H et H=G de
mesures de Haar localement isomorphes. Soit q* : CCðH=GÞ ! CCðHÞ le
morphisme qui a` f 2 CCðH=GÞ associe jGj1f 8 q. Il induit un morphisme
q* : C * ðH=GÞ ! C * ðHÞ et un morphisme q*r : C *r ðH=GÞ ! C *r ðHÞ. Soit
q : CCðHÞ ! CCðH=GÞ le morphisme qui a` f 2 CCðHÞ associe qðf Þ
de´ﬁnie par si %g 2 H=G, qðf Þð %gÞ ¼
P
x2q1ð %gÞ f ðxÞ. Il induit un morphisme
q
*
: C * ðHÞ ! C * ðH=GÞ et comme G est ﬁni, un morphisme
ðqrÞ
*
: C *r ðHÞ ! C *r ðH=GÞ. On a q* 8 q* ¼ Id et ðqrÞ* 8 q
*
r ¼ Id. Par
ailleurs, q* 8 q* (resp. q
*
r 8 ðqrÞ* ) est le morphisme qui a` x 2 C
* ðHÞ (resp.
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P
g2G gxÞ. Notons si A est une alge`bre munie d’un
morphisme de C * ðGÞ ! ZðMðAÞÞ, AG l’ide´al des e´le´ments G-invariants de
A. Les morphismes ðq
*
ÞjC * ðHÞG : C * ðHÞ
G ! C * ðH=GÞ et ððqrÞ
*
ÞjC *r ðHÞG : C
*
r 
ðHÞG ! C * ðH=GÞ sont des isomorphismes d’inverses respectifs q* et q*r et
donc induisent une identication entre IH=G et ðIH Þ
G.
De´montrons le The´ore`me 1.2. Rappelons que dans [4], Fell e´tablit un
isomorphisme entre ISL2ðCÞ et KðEÞ ou` E est un C0 ð0; 1Þ-module plein. Plus
pre´cise´ment, soit H l’espace de Hilbert de dimension inﬁnie de´nombrable,
on peut choisir E comme le sous-C0 ð0; 1Þ-module Hilbertien de
C0ð0; 1;HÞ forme´ des fonctions qui en 0 sont a` valeurs dans une droite
donne´e. Notons e´galement que comme les se´ries supple´mentaires de SL2ðCÞ
sont des repre´sentations de PSL2ðCÞ, on a, si G est le sous-groupe d’ordre 2
de SL2ðCÞ forme´ des matrices diagonales, ISL2ðCÞ ¼ I
G
SL2ðCÞ
. Le morphisme de
SL2ðCÞ  C* dans GL2ðCÞ qui a` ðx; lÞ 2 SL2ðCÞ  C* associe lx induit un
isomorphisme entre ðSL2ðCÞ  C* Þ=ðZ=2ZÞ sur GL2ðCÞ et donc d’apre`s ce
qui pre´ce`de, IGL2ðCÞ ’ ðISL2ðCÞ  C * ðC* ÞÞ
G ¼ ISL2ðCÞ  C * ðC* Þ
G de sorte
que IGL2ðCÞ est isomorphe a` KðF Þ ou` F est le A-module Hilbertien plein
de´nombrablement engendre´ F ¼ E  ðC * ðC* ÞÞG, ou` A ¼ C0ð0; 1Þ
ðC * ðC * ÞÞG est contractile se´parable. D’apre`s le The´ore`me 1.9 de [9],
H F ’ H A. D’apre`s la Proposition 3.4 de [10], EGP ’
L2ðG=P;mÞ  C * ðPÞ, ou` m est une mesure de Radon sur G=P de support
G=P. Donc EGP ’ H C * ðPÞ. Donc E
G
P e LN IL ’ H IL et ﬁnalement
I
CðG=PÞ
G ’ KðE
G
P IPÞ ’ KðE
G
P e LN ILÞ ’ KðH ILÞ ’ KðH F Þ ’ K A.
5. UNE REMARQUE CONCERNANT L’INDUCTION
On a vu dans la premie`re partie que pour G ¼ SL3ðCÞ et P un sous-groupe
parabolique maximal de G, alors la repre´sentation triviale n’e´tait faiblement
contenue dans aucune repre´sentation induite d’une repre´sentation de P. Ceci
est un cas particulier d’un re´sultat plus ge´ne´ral que nous donnons dans cette
partie. Rappelons brie`vement la construction de G. Mackey. Soit G un
groupe localement compact et H un sous-groupe ferme´ de G. Notons
g : H ! R* le morphisme g ¼ ðDGÞjH=DH .
D!efinition 5.1. On appelle g-fonction une fonction continue sur G
a` support H-compact telle que 8x 2 G, h 2 H, gðhÞf ðxhÞ ¼ f ðxÞ.
Soit t : CCðGÞ ! CCðG=HÞ l’application qui a` f 2 CCðGÞ associe tðf Þ
de´ﬁnie par si x 2 G, tðf Þð %xÞ ¼
R
H
f ðxsÞ ds ou` %x de´signe la classe de x 2 G
dans G=H et ds de´signe la mesure de Haar a` gauche de H. L’application t est
surjective.
Le lemme suivant est le Lemme 1.5 de [8]:
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finie mf sur G=H telle que pour toute fonction g 2 CCðGÞ, on ait:Z
G=H
tðgÞð %xÞ dmf ð %xÞ ¼
Z
G
gðxÞf ðxÞ dx: ð1Þ
Ce lemme permet a` Mackey de de´ﬁnir de fac¸on ge´ne´ral l’induction. Soit r
une repre´sentation unitaire de H dans un espace de Hilbert H. Si
f ; g 2 CðG;HÞ, on note Fðf Þ 2 CðGÞ la fonction qui a` x 2 G associe jjf ðxÞjj,
et Fðf ; gÞ 2 CðGÞ la fonction qui a` x 2 G associe hf ðxÞ; gðxÞi.
D!efinition 5.2. Soit CCðG=H;rÞ l’espace des fonctions de CðG;HÞ
a` support H-compact telles que 8x 2 G, h 2 H, gðhÞ1=2rðhÞðf ðxhÞÞ ¼ f ðxÞ.
On de´finit sur CCðG=H; rÞ une structure pre´hilbertienne en posant si
f ; g 2 CCðG;rÞ:
hf ; gi ¼ mFð %f ;gÞðG=HÞ:
Remarque. La de´ﬁnition a bien un sens puisque si f ; g 2 CCðG=H ;rÞ
alors Fðf ; gÞ est une g-fonction.
Soit L2ðG=H; rÞ le se´pare´-comple´te´ de cet espace pre´hilbertien. L’action
par translation a` gauche de G dans CCðG=H;rÞ s’e´tend en une repre´senta-
tion unitaire de G dans L2ðG=H ;rÞ qui est appele´e repre´sentation induite de
r. L’application y qui a`
Pn
i¼1 fi  vi 2 CCðGÞ H, fi 2 CCðGÞ, vi 2 H associe
la fonction f 2 CCðG=H; rÞ de´ﬁnie par f ðxÞ ¼
Pn
i¼1
R
H
gðhÞfiðxhÞrðhÞðviÞ dh,
x 2 G, s’e´tend en une isome´trie surjective G-e´quivariante EGH r H sur
L2ðG=H; rÞ (cf. [1, 11]).
Lemme 5.2. Soit eH la repre´sentation triviale de H. L’application F : CC
ðG=H ;rÞ ! CCðG=H; eH Þ s’e´tend de fac¸on unique en une application
G-e´quivariante 1-lipschitzienne pre´servant la norme de L2ðG=H;rÞ dans
L2ðG=H; eHÞ, qu’on notera encore F.
De´monstration. par de´ﬁnition, F conserve la norme. Il sufﬁt de montrer
qu’elle est 1-lipschitzienne. Or si f ; g 2 CCðG=H;rÞ, jFðf Þ  FðgÞj24
jFðf  gÞj2 donc mjFðf ÞFðgÞj24mjFðfgÞj2 donc jjFðf Þ  FðgÞjj
24jjFðf  gÞjj2
¼ jjf  gjj2.
Notons tH;G : C * ðGÞ ! MðC0ðG=HÞsGÞ. Plus ge´ne´ralement, soit A une
G-alge`bre; munissons A  C0ðG=HÞ de l’action diagonale de G. On notera:
tAH;G : AsG! MððA C0ðG=HÞÞsGÞ.
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(a) La repre´sentation de G dans L2ðG=H; eH Þ contient faiblement la
repre´sentation triviale de G.
(b) Le morphisme tH;G est injectif.
(c) Pour toute G-alge`bre A, le morphisme tAH;G est injectif.
(2) Si G a la proprie´te´ T , et si G=H ne posse`de aucune mesure finie non
nulle G-invariante, alors KerðtH Þ contient tous les ide´aux associe´es aux
repre´sentations irre´ductibles de dimension finie de G.
De´monstration. (1) Trivialement, 1c) 1b.
Montrons 1b) 1a. Si 1b est ve´riﬁe´e, il existe une repre´sentation unitaire
p de H dans un espace de Hilbert Hp dont l’induite L2ðG=H; rÞ contient
faiblement la repre´sentation triviale de G autrement dit pour tout compact
K de G et tout e > 0 il existe xK ;e 2 L2ðG=H; rÞ de norme 1 tel que pour g 2 K ,
jjxK ;e  gxK ;ejj4e. Donc d’apre`s le lemme pre´ce´dent, 8g 2 K , jjFðxK ;eÞ 
gFðxK ; eÞjj4e et FðxK ;eÞ est de norme 1. Autrement dit, la repre´sentation
L2ðG=H; eHÞ contient faiblement la repre´sentation triviale de G.
On montre maintenant 1a) 1c. Soit r une repre´sentation de AsH dans
un espace de HilbertH. Soit a 2 A et x 2 CCðG=H;rÞ. De´ﬁnissons a:x 2 CC 
ðG=H ;rÞ par a:xðgÞ ¼ g1ðaÞxðgÞ, g 2 G. L’application qui a` x 2 CCðG=H ;rÞ
associe a:x s’e´tend en un ope´rateur continu de L2ðG=H; rÞ et ceci de´ﬁnit une
repre´sentation G-e´quivariante de A, d’ou` une repre´sentation dite induite de
AsG. Si r est la restriction d’une repre´sentation s de AsG, l’application
de CCðG=H;rÞ dans L2ðG=H; eH Þ H qui a` x 2 CCðG=H ;rÞ associe la
fonction qui a` g 2 G associe %sðgÞðf ðgÞÞ induit un isomorphisme de L2
ðG=H ;rÞ sur L2ðG=H ; eH Þ H qui commute a` l’action de AsG. Supposons
que la repre´sentation triviale de G est faiblement contenue dans
L2ðG=H; eHÞ. Si s est une repre´sentation de AsG dans H, alors L2
ðG=H ; eH Þ H contient faiblement s (en tant que repre´sentation de AsG).
Or on a vu que L2ðG=H; eH Þ H s’identiﬁait a` l’induite de la restriction a`
AsH de s, laquelle induite est de fac¸on naturelle une repre´sentation de
ðA C0ðG=HÞÞsG. D’ou` 1c.
(2) Il s’agit de montrer que pour toute repre´sentation p unitaire de
dimension ﬁnie de G, et pour toute repre´sentation unitaire r de G, alors p
n’est pas faiblement contenue dans IndGH ðrÞ, ce qui puisque G a la proprie´te´
T e´quivaut au fait que p n’est pas fortement contenue dans IndGH ðrÞ. Si p est
fortement contenue dans IndGH ðrÞ, alors la triviale est fortement contenue
dans %p IndGH ðrÞ qui s’identiﬁe a` Ind
G
H ð %p rÞ. Donc il sufﬁt de de´montrer
que la triviale n’est jamais contenue dans une repre´sentation induite.
Supposons alors qu’il existe r repre´sentation unitaire de H et x 2 IndGH ðrÞ
nonnul G-invariant. Alors fðxÞ est G-invariant donc gmjFðxÞj2 ¼ mjFðgxÞj2 ¼
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sur G=H.
Remarques. (1) Rappelons que l’existence d’une mesure nonnulle G-
invariante, e´quivaut au fait que le comodule du sous-groupe est trivial.
(2) On suppose que H est un sous-groupe cocompact de G. Soit
A une G-alge`bre munie d’une structure de CðG=HÞ-alge`bre m : CðG=HÞ 
A ! A compatible avec l’action de G (par exemple, A ¼ CðG=HÞÞ.
Soit tAH : A ! A CðG=HÞ tel que 8a 2 A, t
A
H ðaÞ ¼ a 1.
On a tAH;G ¼ ðt
A
HÞsG. Comme la compose´e m 8 t
A
H ¼ idA, on a: ðmsGÞ 8
tAH;G ¼ idAsG et donc tAH;G est injective, et il existe des exemples de tels
groupes G et H pour lesquels la repre´sentation de G dans L2ðG=H; eH Þ ne
contient pas faiblement la repre´sentation triviale de G (il sufﬁt de prendre
d’apre`s ce qui pre´ce`de G ¼ SL3ðCÞ et H un sous-groupe parabolique
de G).
(3) Pour G ¼ SL3ðCÞ, le The´ore`me 2.2 implique le fait que G a la
proprie´te´ T . En effet, il implique que Gˆ=feGg ¼ ðjPs gGðC * ðGÞÞÞ qui est
donc un ferme´.
6. UNE DE´MONSTRATION D’UN RE´SULTAT DE FELL
Le but de cette section est de donner une de´monstration plus ge´ome´trique
du re´sultat suivant duˆ a` Fell (cf. [5]). Soit G ¼ SL3ðCÞ, H ¼ SL2ðCÞ vu
comme le sous-groupe de SL3ðCÞ forme´ des e´le´ments de la forme
* * 0
* 0
0 0 1
0@ 1A et p : C * ðHÞ ! MðC * ðGÞÞ le morphisme canonique de
restriction.
Th!eor"eme 6.1. Le morphisme p est faiblement e´quivalent a` eH  lH .
Rappelons la construction suivante due a` Kasparov [6]. Soit X un espace
localement compact sur lequel agit continument et proprement un groupe
localement compact G a` droite et soit m une mesure de Radon G-invariante
sur X . On de´ﬁnit une structure de CCðGÞ module pre´hilbertien sur CCðX Þ en
posant si x; Z 2 CCðX Þ et f 2 CCðGÞ,
hx; Zi ¼ DGðgÞ
1=2
Z
X
xðxÞZðxgÞ dmðxÞ;
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Z
G
xðxg1Þf ðgÞDGðgÞ
1=2 dg:
Notons XG le C * -module Hilbertien obtenu en se´parant-comple´tant.
Notons que le bimodule d’induction est un cas particulier de cette
construction. En effet, soit G est un sous-groupe ferme´ d’un groupe
localement compact K . Soit dk une mesure de Haar a` gauche pour K .
Conside´rons K comme G-espace a` droite (pour l’action de G par
multiplication a` droite) muni de m ¼ D1K dk la mesure de Haar a` droite
associe´e a` dk. L’application de CCðKÞ dans lui-meˆme qui a` x 2 CCðKÞ
associe fD1=2K s’e´tend par continuite´ en un unitaire entire E
K
G et KG.
Notre de´monstration du re´sultat de Fell repose sur la remarque suivante:
Lemme 6.1. Soit X un espace localement compact sur lequel agit
continument et proprement un groupe localement compact G a` droite et soit
m une mesure de Radon G-invariante sur X . Soit O un ouvert de X G-invariant
de comple´mentaire de m-mesure nulle; alors OG ¼ XG.
De´monstration. L’injection naturelle de CCðOÞ dans CCðX Þ induit
e´videmment une isome´trie de OG dans XG. Il sufﬁt de montrer que son
image est dense. Soit f 2 CCðX Þ. Soit K le support de F . Soit O0 un ouvert de
X contenant K de mesure ﬁnie et soit O1 ¼ O0 \ O qui est un ouvert de
mesure ﬁnie ﬁnie contenant K \O. Comme m est de Radon, il existe une
suite ðKnÞn2N de compacts de O1 telle que 8n 2 N, Kn  K
8
nþ1 tels que
mðO1Þ ¼ limn!þ1 mðKnÞ. Soit cn une famille de fonctions continues sur O a`
valeurs dans ½0; 1 valant 1 sur Kn et 0 en dehors de Knþ1. Posons fn ¼ fcn,
n 2 N. Il sufﬁt de montrer que dans XG, f ¼ limn!þ1 fcn. Il existe un
compact C  G, et M5þ1 tel que 8n 2 N, hf  fn; f  fni est une
fonction a` support dans C et de module borne´ par M. Par le the´ore`me de
convergence domine´e, si l’on montre que 8g 2 G, limn!þ1
hf  fn; f  fniðgÞ ¼ 0, alors on aura hf  fn; f  fni tend vers 0 dans L1
ðGÞ et donc a fortiori dans C * ðGÞ, d’ou` le re´sultat. Or si g 2 G,
hf  fn; f  fniðgÞ ¼
R
ðf  fnÞðxÞðf  fnÞðxgÞ dmðxÞ. A nouveau, la suite de
fonctions sur X qui a` x 2 X associe ðf  fnÞðxÞðf  fnÞðxgÞ est a` support
dans le compact K de X , uniforme´ment borne´e et converge presque
suˆrement vers 0, puisque fn converge simplement vers f sur O. Donc
limn!þ1 hf  fn; f  fniðgÞ ¼ 0.
Nous pouvons maintenant donner notre de´monstration du The´ore`me 6.1,
dont on reprend les notations. Notons d’abord que de fac¸on ge´ne´rale,
si G est un groupe localement compact, et H un sous-groupe ferme´ de G,
alors le morphisme canonique rGH : C * ðHÞ ! MðC * ðGÞÞ contient faiblement
lH  eH puisque eG 8 r
G
H ¼ eH et r
G
H descend en un morphisme
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*
r ðHÞ ! MðC *r ðGÞÞ. Inversement, soit tGP : C * ðGÞ ! KðE
G
P Þ le mor-
phisme canonique. On a vu pre´ce´demment que tGP  eG e´tait injectif; donc il
sufﬁt de ve´riﬁer que tGP 8 p : C * ðHÞ ! LðE
G
P Þ factorise a` travers C
*
r ðHÞ.
Comme P est le stabilisateur de ½ð1; 0; 0Þ dans P2ðCÞ, on identiﬁe G=P a`
P2ðCÞ. L’orbite sous H de l’e´le´ment ½ð1; 0; 1Þ de G=P est l’ouvert U forme´
des e´le´ments de la forme ½ða; c; 1Þ avec ða; cÞ 2 C2=ð0; 0Þ et le stabilisateur Hx
de ½ð1; 0; 1Þ dans H est le sous-groupe abe´lien forme´ des e´le´ments de la
forme
1 b
0 1
 !
:
De plus, on dispose le long de U d’une section s du quotient de G ! G=P,
de´ﬁnie par sð½ða; c; 1ÞÞ ¼
a 0 1
c 1 0
1 0 0
0@ 1A; l’application y de H=Hx  P dans
G de´ﬁnie par yðð %h; pÞÞ ¼ sðh:½ð1; 0; 1ÞÞp est donc un diffe´omorphisme H; P-
e´quivariant sur un ouvert O de G. Comme le comple´mentaire de U est
re´union ﬁnie de sous-varie´te´s de codimension strictement positive, il en est
de meˆme du comple´mentaire de O dans G; en particulier, celui-ci est de
mesure nulle; on peut donc appliquer le lemme pre´ce´dent, soit OP ¼ GP
(G est muni d’une mesure de Haar m). Soit P˘ le groupe oppose´ a` P et
conside´rons H=Hx  P comme H  P˘ espace homoge`ne. La restriction de m
a` O ’ H=Hx  P est une mesure H  P˘-invariante puisque G est
unimodulaire, donc m’ lH=Hx  drP ou` lH=Hx est une mesure H-invariante
sur H=Hx et drP est une mesure de Haar a` droite sur P. Ainsi OP s’identiﬁe
en tant que C * ðHÞ  C * ðPÞ bimodule Hilbertien a` L2ðH=HxÞ  C * ðPÞ et
comme Hx est moyennable, l’action de C * ðHÞ dans L2ðH=HxÞ factorise a`
travers C *r ðHÞ. D’ou` le re´sultat.
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